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Exercice 1 [8 pts]  
Pour tout réel ݔ, on pose :  

(ݔ)݂ =
ݔ2 + 1
ଶݔ + 2

 
 
 

On note ࣝ la courbe représentative de ݂ dans un repère orthogonal du plan. 
On admet que ݂ est dérivable sur ℝ. 
  

1. Calculer ݂′(ݔ). 
 

2. Étudier le signe de ݂′(ݔ) puis dresser le tableau de variation de ݂ sur ℝ. 
 

3. Déterminer l’équation réduite de la tangente à ࣝ au point d’abscisse nulle.    
 

Exercice 2 [12 pts]  
 

1. Montrer que, pour tout réel ݔ on a : ²ݔ − ݔ4 + 5 > 0. 
 

Dans toute la suite, ࢌest la fonction définie sur ℝ par :  
 

(࢞)ࢌ =
࢞− + 

−²࢞ ࢞ + 
 

2. Calculer ݂′(ݔ). 
 

3. Déterminer les abscisses des points de ࣝ en lesquels la tangente est 
horizontale, c’est-à-dire parallèle à l’axe des abscisses. 
 

4. Préciser l’abscisse du point d’intersection ܣ de ࣝ avec l’axe des abscisses, 
puis montrer que la tangente ܶ à ࣝ en ܣ admet pour équation réduite : 
ݕ = ݔ− + 2. 
 
 

5. Pour tout réel ݔ, on pose : ℎ(ݔ) = (ݔ)݂ − ݔ−) + 2). 
 

a.  Vérifier que, pour tout réel ݔ, on a : 
 

ℎ(ݔ) =
ݔ) − ݔ)(2 − 2)²
²ݔ − ݔ4 + 5

 
 
 

b.  En déduire le tableau de signes de ℎ(ݔ) puis la position relative de ࣝ et ܶ. 
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Corrigé 
Exercice 1 

࢞∀ ∈ ℝ, (࢞)ࢌ =
࢞ + 
࢞ + 

 
 

ऍࢌ dans un repère orthogonal du plan, on admet que ࢌ est dérivable sur ℝ. 
 

1. Calculer (࢞)′ࢌ. 

Rappel ∶ ቀ
ݑ
ݒ
ቁ
ᇱ

=
ݒᇱݑ − ݑᇱݒ

ଶݒ
 

݂ᇱ(ݔ) =
ଶݔ)2 + 2) − ݔ2)ݔ2 + 1)

ଶݔ) + 2)²
 

݂ᇱ(ݔ) =
²ݔ2 + 4 − ଶݔ4 − ݔ2

ଶݔ) + 2)²
 

(࢞)ᇱࢌ =
−࢞ − ࢞ + 

࢞) + )²
 

 
2. Étudier le signe de (࢞)′ࢌ puis dresser le tableau de variation de ࢌ sur ℝ. 

 

Un carré est toujours positif ou nul  donc le signe de ݂′(ݔ) est celui  de son numérateur 
ଶݔ2− − ݔ2 + 4. 
ଶݔ2− − ݔ2 + 4 est de la forme ܽ²ݔ + ݔܾ + ܿ avec  ܽ = −2, ܾ = −2 et ܿ = 4,  
de discriminant : Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−2)ଶ − 4(−2)(4) = 4 + 32 = 36. 
Δ > 0 donc  −2ݔଶ − ݔ2 + 4  admet deux racines réelles distinctes : 

ଵݔ =
−ܾ − √Δ

2ܽ
=

+2 − √36
2(−2) =

2 − 6
−4

=
−4
−4

= 1 

ଶݔ =
−ܾ + √Δ

2ܽ
=

+2 + √36
2(−2) =

2 + 6
−4

=
8
−4

= −2 

Règle : « ܽ²ݔ + ݔܾ + ܿ est du signe de ܽ à l’extérieur de ses racines ». 
 

Le signe de ݂′(ݔ) donne le sens de variation de ݂. 
D’autre part, on a : 
 

 ݂(−2) =
2(−2) + 1
(−2)ଶ + 2

=
−4 + 1
4 + 2

=
−3
6

= −
1
2

   et   ݂(1) =
2(1) + 1
(1)ଶ + 2

=
3
3

= 1 

Le signe de ݂′(ݔ) donne le sens de variation de ݂. 
 

On obtient finalement le tableau de variation :  
 

 ∞+             1                   2−            ∞− ݔ
Signe de ݂′(ݔ) − + − 

Sens de  
variation  

de ݂ 

 

 
3. Déterminer l’équation réduite de la tangente à ऍࢌ au point d’abscisse nulle.    

Une équation de la tangente au point d’abscisse ܽ est : ݕ = ݂ᇱ(ܽ)(ݔ − ܽ) + ݂(ܽ). 
Pour ܽ = 0, on obtient : ݕ = ݂ᇱ(0)(ݔ − 0) + ݂(0). 

−
1
2 

1 
0 0 
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Or, 

݂(0) =
2(0) + 1
(0)² + 2

=
1
2

  et  ݂ᇱ(0) =
2(−(0)ଶ − 0 + 2)

((0)² + 2)²
=

4
2²

=
4
4

= 1 

On obtient : 

ݕ = ݔ)1 − 0) +
1
2

 

ݕ = ݔ +
1
2

 

La tangente à ࣝ au point d’abscisse nulle admet pour équation réduite : ࢟ = ࢞ + 



 . 
  

Exercice 2 
 

1. Montrer que, pour tout réel ࢞ on a : ²࢞ − ࢞ +  > . 
²ݔ − ݔ4 + 5  est de la forme ܽ²ݔ + ݔܾ + ܿ avec ܽ = 1, ܾ = −4, ܿ = 5, de discriminant : 
Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−4)ଶ − 4(1)(5) = 16 − 20 = −4. 
On a : Δ < 0, donc  ²ݔ − ݔ4 + 5 n’admet pas de racine réelle. 
Règle lorsque Δ < ²ݔܽ » : 0 + ݔܾ + ܿ est partout du signe de ܽ et ne s’annule jamais ». 
Comme ܽ > 0 on en déduit que : pour tout réel ²ݔ ,ݔ − ݔ4 + 5 > 0.  
Autre rédaction 
Soit ݔ ∈ ℝ, on a : ²ݔ − ݔ4 + 5 = ଶ(ݔ) − (2)(ݔ)2 + (2)ଶ − 4 + 5 = ݔ) − 2)ଶ + 1. 
Or, un carré est toujours positif ou nul donc : (ݔ − 2)ଶ ⩾ 0, puis (ݔ − 2)ଶ + 1 > 0 . 
Conclusion : ∀ݔ ∈ ℝ, ଶݔ − ݔ4 + 5 > 0. 
 

2. Calcul de (࢞)′ࢌ 

ݔ∀ ∈ ℝ,݂(ݔ) =
ݔ− + 2

²ݔ − ݔ4 + 5
 

Rappel ∶ ቀ
ݑ
ݒ
ቁ
ᇱ

=
ݒᇱݑ − ݑᇱݒ

ଶݒ
 

݂ᇱ(ݔ) =
ଶݔ)1− − ݔ4 + 5) − ݔ2) − ݔ−)(4 + 2)

ଶݔ) − ݔ4 + 5)ଶ  

݂ᇱ(ݔ) =
ଶݔ)− − ݔ4 + 5) − ଶݔ2−) + ݔ4 + ݔ4 − 8)

ଶݔ) − ݔ4 + 5)ଶ  

݂ᇱ(ݔ) =
ଶݔ− + ݔ4 − 5 + ଶݔ2 − ݔ4 − ݔ4 + 8

ଶݔ) − ݔ4 + 5)ଶ  

࢞∀ ∈ ℝ, (࢞)ᇱࢌ =
²࢞ − ࢞ + 

࢞) − ࢞ + )  

 

3. Déterminer les abscisses des points de ऍࢌ en lesquels la tangente est horizontale, 
c’est-à-dire parallèle à l’axe des abscisses. 
 

Il s’agit de résoudre l’équation ݂ᇱ(ݔ) = 0, ou ce qui revient au même, l’équation 
²ݔ − ݔ4 + 3.  
Or, ²ݔ − ݔ4 + 3 est de la forme ܽ²ݔ + ݔܾ + ܿ avec ܽ = 1,ܾ = −4 et ܿ = 3, de 
discriminant : Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−4)ଶ − 4(1)(3) = 16 − 12 = 4. 
On a : Δ > 0 donc  ²ݔ − ݔ4 + 3 admet deux racines réelles distinctes : 

ଵݔ =
−ܾ − √Δ

2ܽ
=

+4 − √4
2(1) =

4 − 2
2

=
2
2

= 1 



utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P. 

ଶݔ =
−ܾ + √Δ

2ܽ
=

+4 + √4
2(1) =

4 + 2
2

=
6
2

= 3 
 

La tangente à ࣝ est parallèle à l’axe des abscisses aux points d’abscisses  et . 
 

Autre rédaction 
On a les équivalences : 

²ݔ − ݔ4 + 3 = 0 ⇔ ଶ(ݔ) − (2)(ݔ)2 + (2)ଶ − 4 + 3 = 0 ⇔ ݔ) − 2)ଶ − 1 = 0 
⇔ ݔ) − 2)ଶ − 1ଶ = 0 ⇔ ݔ) − 2 + ݔ)(1 − 2 − 1) = 0 ⇔ ݔ) − ݔ)(1 − 3) = 0 
⇔ ݔ − 1 = ݔ ݑ 0 − 3 = 0 ⇔ ݔ = ݔ ݑ 1 = 3 

 
 puis  avec l’axe des abscisses, préciser l’abscisse de ࢌpoint d’intersection de ऍ  .4

montrer que la tangente ࢀ à ऍࢌ en  admet pour équation réduite : ࢟ = ࢞− + . 
 

L’abscisse de ܣ est solution de l’équation ݂(ݔ) = 0, ou encore, ce qui est équivalent,  
de l’équation :  −ݔ + 2 = 0 dont l’unique solution est 2 donc : ࢞ = . 
La tangente à ࣝ admet pour équation : ݕ = ݂ᇱ(ܽ)(ݔ − ܽ) + ݂(ܽ). 

Pour ܽ = 2, on obtient : ݕ = ݂ᇱ(2)(ݔ − 2) + ݂(2). Or, 

݂ᇱ(2) =
(2)² − 4(2) + 3

((2)ଶ − 4(2) + 5)ଶ =
4 − 8 + 3

(4 − 8 + 5)²
=
−1
1²

= −1 

݂(2) = (ݔ)݂ = ݕ = 0 
 

On obtient : ݕ = ݔ)1− − 2) + 0, ou encore : ݕ = ݔ− + 2. 

La tangente ࢀ admet bien pour équation réduite : ࢟ = ࢞− + . 
 
 

5. Pour tout réel ࢞, on pose : (࢞)ࢎ = (࢞)ࢌ − ࢞−) + ). 
 

a.  Vérifier que, pour tout réel ࢞, on a : 
 

(࢞)ࢎ =
࢞) − )(࢞ − )²
²࢞ − ࢞ + 

 

  Soit ݔ ∈ ℝ, on a : 
ℎ(ݔ) 
= (ݔ)݂ − ݔ−) + 2) 

=
ݔ− + 2

²ݔ − ݔ4 + 5
−

ݔ−) + ଶݔ)(2 − ݔ4 + 5)
²ݔ − ݔ4 + 5

 

=
ݔ−) + 2) × 1 − ݔ−) + ଶݔ)(2 − ݔ4 + 5)

²ݔ − ݔ4 + 5
 

=
ݔ−) + 2)[1 − ଶݔ) − ݔ4 + 5)]

²ݔ − ݔ4 + 5
 

=
ݔ−) ∓ ଶݔ−)(2 + ݔ4 − 4)

²ݔ − ݔ4 + 5
 

=
ݔ−) + ଶݔ)(1−)(2 − ݔ4 + 4)

²ݔ − ݔ4 + 5
 

=
ݔ) − ଶ(ݔ))(2 − (2)(ݔ)2 + (2)ଶ]

²ݔ − ݔ4 + 5
 

=
ݔ) − ݔ)(2 − 2)²
²ݔ − ݔ4 + 5
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  On a donc bien, pour tout réel ݔ : 

ℎ(ݔ) =
ݔ) − ݔ)(2 − 2)²
²ݔ − ݔ4 + 5

 
 
 

b.  En déduire le tableau de signes de (࢞)ࢎ puis la position relative de ऍࢌ et ࢀ. 
  On a vu à la question 1. que, pour tout réel ²ݔ ,ݔ − ݔ4 + 5 > 0 donc le signe  
  de ℎ(ݔ) est celui de son numérateur : (ݔ − ݔ)(2 − 2)². 
 

ݔ •   − 2 = 0 ⇔ ݔ = 2 
  règle : « ܽݔ + ܾ est du signe de ܽ à droite de sa racine » 
 

ݔ) •   − 2)² est toujours positif ou nul et ne s’annule que pour ݔ = 2  
   On obtient le tableau de signes :     

  ∞+            2          ∞− ݔ
signe de (ݔ − 2) − + 
signe de (ݔ − 2)² + + 
signe de ℎ(ݔ) − + 

    

  On en déduit que : 
 

  • sur ] −∞; 2[  : ࣝ est strictement en dessous de ܶ 
  • sur ]2; +∞[ : ࣝ est strictement au-dessus de ܶ 
  • ࣝ et ܶ se coupent au point de ࣝ d’abscisse 2, c’est-à-dire au point ܣ. 
 

 

0 
0 
0 


