DM 02 1% Spé maths Lundi 20 janvier 2024 Gr Thiaude

Exercice 1 [8 pts]
Pour tout réel x, on pose :
2x+1

x2 42

f&) =

On note Cf la courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan.
On admet que f est dérivable sur R.

1. Calculer f'(x).
2. Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de variation de f sur R.

3. Déterminer ’équation réduite de la tangente a Cr au point d’abscisse nulle.

Exercice 2 [12 pts]
1. Montrer que, pour tout réel x ona: x* —4x +5 > 0.

Dans toute la suite, fest la fonction définie sur R par :

(x) = —Xx+ 2
flx  x2—4x+5

2. Calculer f'(x).

3. Déterminer les abscisses des points de Cr en lesquels la tangente est
horizontale, c’est-a-dire parallele a I’axe des abscisses.

4. Preciser I'abscisse du point d’intersection A de Cr avec 'axe des abscisses,
puis montrer que la tangente T a C; en A admet pour équation réduite :
y=—x+ 2.

5. Pour tout réel x, on pose : h(x) = f(x) — (—x + 2).

a. Vérifier que, pour tout réel x, on a:
(x — 2)(x — 2)?

hx) = x> —4x +5

b. En déduire le tableau de signes de h(x) puis la position relative de Cr et T.
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Corrigé
Exercice 1
2x+1

x2+2
Cy dans un repere orthogonal du plan, on admet que f est dérivable sur R.

1. Calculer f'(x).

Vx ER, f(x) =

. u\' u'v—v'u
Rappe (;) —T
1) = 2(x2+2) —2x(2x + 1)
(x2 + 2)?

) 2x% + 4 — 4x?% — 2x
f)=—Ga17y

7 —2x*—-2x+4

xX) =

/ (x2 + 2)?

2. Etudier le signe de f’'(x) puis dresser le tableau de variation de f sur R.

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son numérateur
—2x% — 2x + 4.
—2x% —2x + 4 estde laforme ax> + bx + cavec a=—2,b = —2etc = 4,
de discriminant : A = b? — 4ac = (-2)?> —4(-2)(4) = 4 + 32 = 36.
A > 0donc —2x2 — 2x + 4 admet deux racines réelles distinctes :
—b—+VA +2-V36 2-6 -4

= = = = =1
1 24 2(-2) 4 4

_ch+VE_+2+4V36_2+6_8 _
2770 T 2(-2) -4 -4

Régle : « ax?® + bx + c est du signe de a a I'extérieur de ses racines ».

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.
D’autre part,ona:
2(=2)+1 —-4+1 -3 1 2(LH+1 3
D=2 a2 "6 - 2 /W =2 273
Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient finalement le tableau de variation :

X —00 -2 1 +o0
Signe de f'(x) - 0 + 0 -
Sens de 1
variation N 1 / N
de f

3. Déterminer I'équation réduite de la tangente a Cy au point d’abscisse nulle.

Une équation de la tangente au point d’abscisse a est: y = f'(a)(x — a) + f(a).
Pour a = 0, on obtient: y = f'(0)(x — 0) + f(0).
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Or,
200+1 1 2(=(0)*—0+2) 4

4
otz z O ="y 7T

f(0) =
On obtient :

y=1(x—0) +%
1
y=x+ E
La tangente a Cy au point d’abscisse nulle admet pour équation réduite : y = x + %

Exercice 2

1. Montrer que, pour toutréel xona:x* —4x+5 > 0.
x*—4x + 5 estdelaforme ax* + bx + caveca =1,b = —4, ¢ = 5, de discriminant :
A =b*—4ac = (—4)? —4(1)(5) = 16 — 20 = —4.
Ona:A < 0,donc x* — 4x + 5 n’admet pas de racine réelle.
Régle lorsque A < 0 : « ax?® + bx + c est partout du signe de a et ne s’annule jamais ».
Comme a > 0 on en déduit que : pour tout réel x, x> — 4x + 5 > 0.
Autre rédaction
Soitx ER,ona:x>?—4x+5=(x)?-2x)2)+(2)*—-4+5=(x—-2)*+1.
Or, un carré est toujours positif ou nul donc: (x —2)2 > 0, puis (x —2)2+1>0.
Conclusion : Vx € R, x?> —4x +5 > 0.

2. Calcul de f'(x)

Vx ER,f(x) = —-x+ 2
*ER Sl x*—4x+5
uy' uv-—vu
Rappﬂ(;) _T
) = —1(x? —4x +5) — 2x — 4)(—x + 2)
frx = (x? —4x + 5)2
,()_—(x2—4x+5)—(—2x2+4x+4x—8)
[ = (x%? — 4x + 5)?
,()_—x2+4x—5+2x2—4x—4x+8
[ = (x? — 4x + 5)?
vxER f(x) = x> —4x+3
XER [ ~ (x2 —4x +5)2

3. Déterminer les abscisses des points de C en lesquels la tangente est horizontale,
c’est-a-dire paralléle a I’axe des abscisses.

Il s’agit de résoudre I'équation f'(x) = 0, ou ce qui revient au méme, I'équation
x? — 4x + 3.
Or, x> — 4x + 3 est de la forme ax* + bx + caveca = 1,b = —4 et c = 3, de
discriminant : A = b? — 4ac = (—-4)? — 4(1)(3) = 16 — 12 = 4.
Ona:A > 0donc x? — 4x + 3 admet deux racines réelles distinctes :

~b—VA +4—-+& 4-2 2

— — ]
*1 2a 2(1) 2 2
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_—b+VA +4++V4 4+2 6
2T TT20 2 T 27

La tangente a Cy est parallele a I’axe des abscisses aux points d’abscisses 1 et 3.

Autre rédaction

On a les équivalences :
x> —4x+3=0 (x)*-2x0)2)+(2)*-4+3=0(x—-2)2-1=0
ox-2Y-1"=02x-2+1Dx-2-1D=0=2(x-1Dx-3)=0
©x—1=0oux—-3=0x=10oux=3

4. A point d’intersection de C; avec I'axe des abscisses, préciser I'abscisse de A puis
montrer que la tangente T a C; en A admet pour équation réduite: y = —x + 2.

L’abscisse de A est solution de I'équation f(x) = 0, ou encore, ce qui est équivalent,
de I'’équation: —x + 2 = 0 dont I'unique solution est 2 donc: x4 = 2.
La tangente a Cy admet pour équation:y = f'(a)(x — a) + f(a).
Pour a = 2, onobtient: y = f'(2)(x — 2) + f(2). Or,
, (2)>—4(2)+3 4—-8+3 -1
f'@) = ((2)2-4(2)+5)% (4—-8+5)* 12
f@)=f(xa) =ya=0

On obtient: y = —1(x —2) + 0, ouencore : y = —x + 2.
La tangente T admet bien pour équation réduite: y = —x + 2.

=1

5. Pour tout réel x, on pose: h(x) = f(x) — (—x + 2).
a. Veérifier que, pour tout réel x,on a:
(x — 2)(x — 2)°
x*—4x+5

h(x) =

Soitx € R,ona:
h(x)
=f(x) - (—x+2)
o mx+2 (—x + 2)(x* — 4x + 5)
T x*—4x+5 x> —4x+5
_(x+2)x1—(—x+2)(x* —4x +5)
a x> —4x+5
_(=x+2)[1— (x* — 4x + 5)]
a x> —4x +5
(x F2)(—x? +4x—4)
B x> —4x+5
(x4 (D) - 4x + 4)
a x> —4x +5
(= 2)((0)?* - 2(0)(2) + (2)%]
a x> —4x+5
_(x=-2)(x—-2)°
 x*—4x+5
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On a donc bien, pour tout réel x :
(x — 2)(x — 2)?

h(x) = x*—4x+5

b. En déduire le tableau de signes de h(x) puis la position relative de Cy et T.
On a vu a la question 1. que, pour tout réel x, x> — 4x + 5 > 0 donc le signe

de h(x) est celui de son numérateur : (x — 2)(x — 2)2.
ex—2=0ox=2
regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »

e (x — 2)? est toujours positif ou nul et ne s’annule que pour x = 2
On obtient le tableau de signes :

X —00 2 400
signe de (x — 2) - 0 +
signe de (x — 2)? + 0 +
signe de h(x) - 0 +

On en déduit que :

esur | —oo;2[ Cr est strictement en dessous de T
esur |2; 4] : Cr est strictement au-dessus de T
* Cr et T se coupent au point de Cr d’abscisse 2, c’est-a-dire au point A.
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